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JUTRO W ,WYBORCZEJ":
Matura z matematyki 2015. Przykladowe zadania na poziomie podstawowym i rozszerzonym oraz zmiany w egzaminie
Zadanie 23. (1 pkt) — okoto 48% nie$¢ wrazenie, ze maturzy$ci mato wnikliwie analizuja tre$¢ za- Teraz porana podpunktb).
dan inie widzac rozwiazania od razu, zbyt szybko rezygnuja. HRE i Y hE R Aby podaé miejsce ze-
Jezeli A jest zdarzeniem losowym, a A'- zdarzeniem przeciw- | W przypadku tego zadania wydawaé by sie moglo, Ze jest zbyt 4] s rowe funkgji g wygod-
nym do zdarzenia A oraz zachodzi réwnos¢ P (A) =2-P (A ' ), to: | malo danych do jego rozwigzania. Nalezy obliczy¢ wartosci dwdch nie najpierw naszki-
5 1 1 1 wspoélezynnikow we wzorze funkeji kwadratowej, a pozornie dys- cowac jej wykres, ana-
A.P(4)== B.P(4)== C.P(4)== D.P(4)== ponujemy tylko jedna informacja - do wykresu tej funkgji nalezy stepnie z tego wykre-
3 2 3 6 punkt W=(4,0). Nie jest to jednak byle jaki punkt. To wierzcholek su odczyta¢ miejsce
Aby rozwiaza¢ to zadanie, wystarczy sie powola¢ najedna | paraboli. Wspotrzedne wierzchotka paraboli sa zwiazane z wspol- zerowe. Wykres fun-
z elementarnych wlasno$ci prawdopodobienstwa (,, Wybrane | czynnikamiwe wzorze funkeji wzorami (,, Wybrane wzory ma- keji g powstaje z prze-
wzory matematyczne”, str. 15): tematyczne”, str. 4): suniecia wykresu fun-
N=1- e A i 2 - b A kejif o wektor [3,0].
P (A) 1- P(4), gdzie A oznacza zdarzenie przeciwne do zda W =(p.q).gdzie p=——- oraz g =—-— Jif 3,0]
rzeniaA. 2a da Miei
iejscem zero-
Podstawiamy do danej réwnoéci i otrzymujemy: W powyzszym zadaniu mamy p =4, ¢=0, a=2, stad: wym funkgji g jest 6.

P(4)=2-P(4)

P(4)=2:[1-P(4)]
Przeksztalcamy i obliczamy P(A):

P(4)=2-2P(4)

3.P(4)=2

2

P(4)==

()=

Poprawna jest zatem odpowiedZA.

Zadanie 24. (1 pkt) — okoto 27%

Na ile sposobéw mozna wybra¢ dwoch graczy sposéréd
dziesieciu zawodnikow?

A.100 B. 90 C.45 D. 20

Rozwigzanie: Srednio trzech na czterech maturzystow ,,po-
legto” na tym zadaniu. Prawdopodobnie zdajacy stosuja bezkry-
tycznie znane algorytmy, nie dostosowujac ich do sytuacji opisa-
nej w tresci zadania.

Rozwiazujac tego typu zadanie, czyli przystepujac do poszu-
kiwania sposobu zliczania obiektow, warto kilka takich obiektow
zapisa¢, zeby us$wiadomi¢ sobie ich strukture. Ponumerujmy za-
wodnikéw liczbami od 1 do 10. Jak mozna zapisa¢, ktérzy z nich
zostali wybrani? Na przyklad tak: {7,9}, co oznacza, Ze wybrani
zostali zawodnicy o numerach 719, a zapis { 1,10} oznacza, ze wy-
brani zostali zawodnicy o numerach 1i10.

Teraz pojawia sie kluczowe pytanie. Czy zapis {79} oznacza
ten sam wybor co zapis {9,7}? Oczywiscie - tak. Oba te zapisy oz-
naczaja, ze zostali wybrani zawodnicy 71 9. Kolejnoé¢ nie ma tu
zadnego znaczenia. Obliczmy wiec, na ile sposobéw mozna wy-
bra¢ dwoch graczy. Skoro jestich dziesieciu, to pierwszego moz-
na wybra¢ na dziesie¢ sposobow, a drugiego na 9 (nie mozna wy-
braé¢ dwa razy tego samego gracza). Regula mnozenia podpowia-
da, ze takich wyborow jest 109, czyli 90. W ten sposob obliczy-
lismy liczbe wszystkich mozliwych par wylosowanych graczy.
Ten rachunek nie uwzglednia jednak weze$niejszego spostrzeze-
nia, ze np. para (7,9) i para (9,7) oznaczaja wybor tych samych
dwoch graczy. Trzeba wiec otrzymana liczbe wszystkich par po-
dzieli¢ przez 2. Ostatecznie liczba wszystkich mozliwych wybo-
réw jestréwna 90:2=45.

Zadanie 25. (1 pkt) — okoto 57%

Mediana zestawu danych 2, 12, a, 10, 5, 3 jest rowna 7. Wow-
czas:

A.a=4 B.a=6 C.a=7 D.a=9

Rozwigzanie: Ostatnie z zadan zamknietych arkusza matural-
nego odwotuje sie réwniez do wiadomosci z gimnazjum. Przy-
pomnijmy sobie definicje pojecia mediany (,, Wybrane wzory ma-
tematyczne”, str.16).

Mediana uporzadkowanego w kolejno$ci niemalejacej zbio-
rundanychliczbowych a, <a, <a, <...<a, jest:

a
-dlannieparzystych: "7” (Srodkowy wyraz ciagu)

)
2

-dlan parzystych: ;(an +a ] (Srednia arytmetyczna $rod-
2

kowych wyrazow ciagu).

Poniewaz liczba danych jest parzysta (réwna 6), stosowac be-
dziemy druga cze$¢ definicji mediany.

Wazna sprawa! Trzeba dane uporzadkowa¢ w kolejnosci nie-
malejacej.

Mamy wiec 2, 3, 5,10, 12. Gdzie jednak umiesci¢ liczbe a? Licz-
baanie moze by¢ wieksza ani réwna 10, bo wtedy mediana bytaby
5+10

2

zaduza (juz =17,5), hie moze tez by¢ mniejsza ani rowna

5, bo wtedy bylaby za mala (nawet % =5). Wynika stad, ze

5<a<10. Zatem nasze dane, uporzadkowane niemalejaco, wy-
gladajatak: 2, 3,5, a,10,12.
Teraz stosujemy definicje mediany i mamy:

5+a

=7, stad5+a=14, czylia=9. Wladciwa jest zatem odpowiedZD.

CZESC 2. - ZADANIA OTWARTE

Zadanie 26. (2 pkt) — okoto 53%

Wykresem funkcji kwadratowej f(x)=2"2+ bx + ¢ jest parabo-
la, ktorej wierzcholkiem jest punkt W=(4,0). Oblicz warto$ci
wspolezynnikow bic.

Rozwigzanie: Rozwiazywanie probleméw zwiazanych z wlas-
no$ciami funkcji kwadratowej, a w szczeg6lnosci jej wykresem,
tojedno z podstawowych zagadnien, ktore absolwent szkoly po-
nadgimnazjalnej powinien z niej wynie$¢. Niestety okazuje sie,
ze $rednio co drugi zdajacy uporal sie z powyzszym zadaniem.
Jaki jest tego powdd? Przegladajac wiele rozwiazan, mozna od-

b
2.2
b=-16

Funkcjaf ma wiec wzor f(x)=22~16x+ . Teraz mozna skorzy-
stac z faktu, ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt W, zatem je-
go wspolrzedne podstawione do wzoru tej funkeji daja rownos¢é
prawdziwa. Mamy wiec:
0=2-42-16-4+c, stad:
c=32.

To zadanie moznarozwigzaé na wiele réznych sposobow.
Niektére mozna znalez¢ na www.cke.edu.pl.

Zadanie 28. (2 pkt) — okoto 8%

Udowodnij, ze kazda liczba catkowita k, ktéra przy dzieleniu
przez 7 daje reszte 2, ma te wlasno$é, ze reszta z dzielenia liczby
3k?przez7jestréwnab.

Rozwigzanie: Srednio o§miu na stu maturzystow rozwiazalo
to zadanie. By¢ moze polecenie ,,uzasadnij”, ,udowodnij”, ,wy-
kaz” albo podobne powoduje, Ze zdajacy zrezygnuja juz na po-
ziomie czytania tresci. A zadania na dowodzenie w arkuszu eg-
zaminacyjnym na poziomie podstawowym wcale nie sa trudne.
Wymagaja tylko nieco doswiadczenia i samodzielnego myslenia,
aumiejetno$¢ dzielenia z reszta powinno sie naby¢ juz w szkole
podstawowej. Co to znaczy, ze jaka$ liczba dzieli sie z reszta przez
inna liczbe? Zobaczmy na przykladzie:

Liczba 33 dzieli sie przez 5 z reszta 3. Oznacza to, ze liczbe 33
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczby 5 i pewnej liczby
naturalnej (w tym konkretnym przypadku liczby 6), powieksza-
Jjacteniloczyno3.

33=5-643

Liczba k przy dzieleniu przez 7 daje reszte 2. Rozumujac ana-
logicznie, mamy:
k=T-n+2, gdzie njest liczba naturalna. Zapiszmy zatem liczbe
3k2.
3k* =3-(Tn+2) =3-(49n° +28n+4 )=147n’ +84 +12

Gdyby udalo sie zapisa¢ liczbe 147n2+84 + 12 w postaci iloczy-
nu liczby 71 pewnej liczby naturalnej powigkszonego o 5, dowod
zostalby zakonczony.

Zatem:

147n% +84 +12 =147n>+84 +7 +5 =7 -an 24125 +1 )+5

Poniewaz liczba n byta naturalna, to cale wyrazenie 21n2+12n +1
tezjest naturalne.

7 tego wynika, ze kazda liczba catkowita k, ktéra przy dziele-
niu przez 7 daje reszte 2, ma te wlasnos¢, ze reszta z dzielenia licz-
by 3k2 przez 7 jest rowna b.

Zadanie 30. (2 pkt) — okoto 54%

Zezbioruliczb {1,2,3,4,5, 6,7, 8} losujemy dwa razy po jed-
nej liczbie ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo zdarze-
niaA, polegajacego na wylosowaniu liczb, z ktérych pierwszajest
wieksza od drugiej o 4 lub 6.

Rozwiazanie: Podobnie jak w przypadku zadania 24. Propo-
nuje w celu ,,oswojenia” problemu wypisac¢ kilka wynikéw loso-
wania, o ktérym mowa w zadaniu. Jezeli za pierwszym razem
wylosowali$my np. liczbe 5, a za drugim 3, to wynikiem takiego
losowania bedzie para (5, 3). Inne mozliwe wyniki tonp. (1, 7)-za
pierwszym razem wylosowali$my liczbe 1, a za drugim 7, (3, 3)
- zar6wno za pierwszym, jak i za drugim razem wylosowalismy
liczbe 3itd. Latwo zauwazy¢, ze po pierwsze, pary np. (2,4)i (4, 2)
sardzne (wazne jest, ktora liczba zostata wylosowana jako pier-
wsza, a ktora jako kolejna), po drugie, wynikami moga by¢ réw-
niez takie pary, w ktérych liczby si¢ powtarzaja (losowanie jest
ze zwracaniem). Zatem zdarzeniami elementarnymi sa wszyst-
kie pary (a, b) liczb z podanego zbioru. Te zdarzenia sg jednako-
wo prawdopodobne, jest wiec to model klasyczny.

Mozemy oczywiscie wszystkie wyniki tego losowania wypi-
sac¢ inastepnie je zliczy¢. Wygodniej jest jednak przeprowadzi¢
nastepujace rozumowanie: na pierwszym miejscu w parze mo-
ze by¢ kazda sposréd o$miu liczb, mozna ja wiec wybra¢ na osiem
sposobéw, na drugim miejscu w parze rowniez moze by¢ jedna
zo$miu liczb. Regula mnozenia pozwala wiec obliczy¢ liczbe
wszystkich par (zdarzen elementarnych): [Q = 8-8 = 64.

Kolejnym etapem moze by¢ wypisanie zdarzen elementar-
nych sprzyjajacych zaj$ciu zdarzenia A, polegajacego na wyloso-
waniu dwoch liczb, zktdrych pierwsza jest wieksza od drugiej o 4
lub 6,1 podanie liczby tych zdarzen:

A={(5,1),(62), (7.1),(7.3), (8,2), (8.:4)}

Zatem: |4 =6

Obliczamy prawdopodobienistwo zajs$cia zdarzenia:

A: P(A) = LI i

64 32

Najczestsze bledy zdajacych to pominiecie w zliczaniu wszyst-
kich zdarzen elementarnych tych, w ktérych wyniki pierwszego
idrugiego losowania sg takie same, oraz w zliczaniu zdarzen ele-
mentarnych sprzyjajacych zaj$ciu zdarzenia A, zaniedbanie ko-
lejnosci (uznanie, ze zdarzeniu A sprzyjaja rowniez wyniki np.
(1.5),(3,7)).

Rozwiazanie zadan polegajacych na dwukrotnym losowaniu
liczby z danego zbioru wygodnie ilustruje sie za pomoca tabeli.
Do szczegdtowego opisu tego sposobu rozwigzania odsytam Czy-
telnika na strone internetowa Centralnej Komisji Egzaminacyj-
nej.

Zadanie 29. (2 pkt) — okoto 27%

Narysunku przedstawiono fragment wykresu funkcjif, ktory
powstal w wyniku przesuniecia wykresu funkcji okreslone;j

1 C s C
wzorem y = — dlakazdejliczby rzeczywistej x # 0.
X

¥ a) Odczytaj z wykre-
+ suizapisz zbiér tych
; wszystkich argumen-
tow, dla ktorych war-
2 \ tosci funkcji fsg wie-
t ksze od 0.
b) Podaj miejsce
t PO 2 b 1" zerowefunkcji gokre-
——] $lonej wzorem
2 8 =f(x=3).
AR

Rozwigzanie:

Najpierw podpunkt a). Wartosci funkcji sa wieksze od zera dla
tych argumentow (x), dla ktérych wykres funkeji znajduje sie
,had” osig Ox.

Szukany zbiér argumentow to przedziat (2,3) co mozna od-
czytat z powyzszego wykresu.

Zadanie 31. (2 pkt) — okoto 23%

C Srodek S okregu opisanego na tréjka-
cie rownoramiennym ABC o ramio-
nach ACiBClezy wewnatrz tego troj-
kata (zobacz rysunek).

Wykaz, ze miara kata wypuklego
ASB jest cztery razy wieksza od mia-
ry kata wypuklego SBC.

Rozwigzanie: Kolejne zadanie wymagajace przedstawienia
wnioskowania i argumentacji réwniez okazato sie trudne dla zda-
jacych. Poniewaz kat wpisany ACB oraz kat srodkowy ASB leza po
tej samej stronie cigciwy AB, na podstawie twierdzenia o kacie
Srodkowym i wpisanym opartych na tym samym tuku wynika, ze

|£ACB| = % -|£4SB]. Trojkat ABC jest réwnoramienny, o ramio-
nach AC1iBC, wiec prosta CS zawiera dwusiecznag kata ACB. Wy-
nika stad, ze |£SCB| :%-‘ZACB , zatem |£SCB|= %‘LASB‘ )

Trojkat SCBjest réwniez réwnoramienny, poniewazjego boki SC
1SB sa promieniami tego samego okregu. Katy przy podstawie
CB tréjkata SCB sa wiec rowne, czyli ‘LSCB‘ = ‘LSBC ‘ .Stad bez-
posrednio wynika wniosek |£SBC| = i | £4SB| conalezalo wy-

kazaé.

Zadanie 32. (4 pkt) — okoto 44%

Pole powierzchni catkowitej prostopadlo$cianu jest rowne
198. Stosunki dtugosci krawedzi prostopadlo$cianu wychodza-
cych z tego samego wierzchotka to 1:2:3. Oblicz dlugos¢ przekat-
nej tego prostopadtoscianu.

Rozwigzanie: W pierwszym kroku rozwiazania zadania ze ste-
reometrii wygodnie jest narysowac rzut bryty, ktorej zadanie do-



